
Poèetní èást 1 - 14.6.2021

1. Jde o lineární rovnici ètvrtého øádu s konstantními koe�cienty a speci-
ální pravou stranou. Charakteristický polynom je

λ4 + 2λ2 + 1 = (λ2 + 1)2 = (λ+ i)2(λ− i)2

Obecné øe¹ení homogenní rovnice tak je

yh = C1 sinx+ C2 cosx+ C3x sinx+ C4x cosx.

Pravá strana je ve speciálním tvaru s hodnotami µ = 0, ν = 1, P1(x) =
2, P2(x) = 1. Proto¾e µ+iν = i je dvojnásobný koøen charakteristického
polynomu, øe¹ení budeme hledat ve tvaru

yp = x2(Q1(x) cosx+Q2(x) sinx),

kde Q1 a Q2 jsou polynomy nejvý¹e nultého stupnì, tedy

yp = Ax2 cosx+Bx2 sinx.

Spoèítáme derivace yp do ètvrtého øádu:

y′p = −Ax2 sinx+ 2Ax cosx+Bx2 cosx+ 2Bx sinx

y′′p = −Ax2 cosx− 4Ax sinx+ 2A cosx

−Bx2 sinx+ 4Bx cosx+ 2B sinx

y′′′p = Ax2 sinx− 6Ax cosx− 6A sinx

−Bx2 cosx− 6Bx sinx+ 6B cosx

y(4)p = Ax2 cosx+ 8Ax sinx− 12A cosx

+Bx2 sinx− 8Bx cosx− 12B sinx

a odtud
y(4)p + 2y′′p + yp = −8A cosx− 8B sinx.

Lehce tak získáváme A = −1
4
, B = −1

8
a mù¾eme psát obecné øe¹ení

zadané rovnice

y(x) = yh + yp

= C1 sinx+ C2 cosx+ C3x sinx+ C4x cosx−
1

4
x2 cosx− 1

8
x2 sinx

pro x ∈ R.
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2. Rozepí¹eme

∞∑
n=1

(
n23n − n4n

6n

)
=
∞∑
n=1

n2

2n
−
∞∑
n=1

n

(
2

3

)n

(obì øady zjevnì konvergují dle odmocninového kritéria) a na základì
toho budeme zkoumat mocninnou øadu

g(x) =
∞∑
n=1

n2xn

pro |x| < 1. Na tomto intervalu provedeme následující úvahy:

g(x)

x
=
∞∑
n=1

n2xn−1

h(x)
c
=

∫
g(x)

x
dx =

∞∑
n=1

nxn volíme int. konstantu C = 0

h(x)

x
=
∞∑
n=1

nxn−1

f(x)
c
=

∫
h(x)

x
dx =

∞∑
n=1

xn =
1

1− x
− 1 =

x

1− x
opìt C = 0

h(x)

x
= f ′(x) =

1

(1− x)2

h(x) =
x

(1− x)2
g(x)

x
= h′(x) =

1

(1− x)2
+

2x

(1− x)3

g(x) =
x

(1− x)2
+

2x2

(1− x)3

Nakonec máme

∞∑
n=1

n2

2n
−
∞∑
n=1

n

(
2

3

)n

= g

(
1

2

)
− h

(
2

3

)
= 6− 6 = 0.
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